TD : LA DERIVATION : Exercices d’applications et de réflexion avec solutions 


PROF: ATMANI NAJIB 


1BAC SM BIOF 


TD:LA DERIVATION 


Exercice1 : On considère la fonction f dénie sur 
R раг f(x)= х? +x-3. Justifier que f est 


dérivable en -2 et préciser f'(—2) 


Solution : 

RES 2 2 SS 
imf f( a x +x зн x +x-—2 
х—›—2 х—{(— хә—2 x+ xs 2 x+ 2 


оао И lim x-1=-3= /'(—2) 


Donc f est dérivable en en -2 еї f'(-2)=-3 
Exercice? :Calculer le nombre dérivé de 
(х) = x" + хеп a = 1 en utilisant la deuxième 


formulation de la dérivation 


f(a+h)-f(a) Ut) TU 
h h 


= li 


һ—›0 


Solution ` Im 
h—0 


(1+h) +1+h-2 р ЫЕ 


һә0 h һ—0 h 


K +3h° +4h 


= lim 


һ—›0 


=limh?+3h+4=4= f'(1) 
Exercice3 : Soit f la fonction définie sur R par : 
f(x) =3x +x;x <0 

Ke =—2x +3x;x>0 


Montrer que im 0700); et que Ба 690 
va x-0 197 x-0 
Que peut-on conclure ? 
Solution : 
Е: 9,2 
ааа к, 
хэй“ x-0 хәб* x хәб* 


З s'appelle le nombre dérivé de la fonction f à 
droite de 0 
On dit que f est dérivable à droite en 0 


_ f(0 2 
GE lim 3x+1=1= EI 
197 x-0 хәб х хәб 5 
1 s'appelle le nombre dérivé de la fonction f à 
gauche de 0 


On dit que f est dérivable à gauche en 0 


Prof/ATMANI NAJIB 


Année Scolaire 2018-2019 Semestre2 


Mais on а: f,(0)# /'(0) 
Donc : f n’est pas dérivable en 0. 
Ехегсісе4 ` soit f une fonction définie par : 


f(x 
HEEN 


étudier la dérivabilité de f еп x,=1 
Solution : опа / (1) = 4/1 =1 


ia AO Яа tim DL. 
хәй х= x>0 x—] x>0* ( Jx ) р 
1 1 

=li =-= f(1 

soo" x+1 2 fi) 
Donc f est dérivable à droite en 1 

-x +>- 

EE Ee Lg 
lim = =lim SCH hn Jens f (1) 


Donc f est dérivable à gauche en 1 

et on a ` fi(1)= CU) 

Donc f est dérivable en 1 et QUE 
Exercices : soit f une fonction définie par : 
(а) = -|x 


étudier la dérivabilité de f еп х, = 0 


Solution : 

— 2 ge 
Ger lim x-1=-1= f!(0) 
x>0* x-0 хэй x хәб 


donc f est dérivable à droite en 0 


2 
t-40 = lim =*= lim x+1=1= f! (0) 
хәб x-0 хәб x хәб 
Donc f est dérivable à gauche en 0 
Mais on а: f,(0)# /'(0) 
Donc : f n’est pas dérivable en 0. 
Exercice6 : Soit f la fonction définie sur R par : 


Р(х) = 3х +x;x<0 
f(x)=-2x" +3x;x20 


Lech 


1- Montrer que f est dérivable en a=—2. 
2- f est-elle dérivable en 0. 
Exercice7 :Soit f la fonction définie sur R par : 


=} —2x-3]+2x 


1- Ecrire une expression de f sur R sans valeur 
absolu. 
2- Etudier la dérivabilité de f à droite et à gauche 
de -1. 
3- f est-elle dérivable en -1. 
Exercice8 Déterminer une fonction affine 

2x 
x +l 
Exercice9 :donner une approximation de sin3 
Solution :Si on veut une approximation de sin3, 
on peut prendre :f (x) = sinx eta = п (car m est 
l'élément le plus proche de З dont le sinus est 
connu) h = 3 - п (pour avoir :3 = л + h) 
On a alors f(a) = sinr = 0 et f'(a) = соѕп = -1 

( à prouver) ce qui donne : 


tangente en -3 de la fonction f (x)= 


sin3 = sin(n + h) ~- 1х (3 - п) =п- 3. 
Exercice10 : soit f une fonction définie sur 
2 
| | | Е аан 
л;л|раг: ` 
f(0)=0 


1)étudier la dérivabilité de f en 0 
2)Donner une valeur approchée 
du nombre : f(10*) 


tan — 
Solution ` lim f(x -/(0 |же = іт 
x—0 x—0 х0 
x—0 x PUR 
X 
=2lim—2— оро 


Donc f est dérivable en 0 et /'(0)=2 

Zon a f(a + h)~f'(a)h + f(a) 

Donc f(0+10*)- /(0)+10°/'(0) a=0 et h=10° 
f(0)=0 et f'(0)= 

Donc f(10°)~210° 
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Exercice11 :Déterminer lľéquation de la tangente 

à la courbe de la fonction f (х) = ѕіп х 

en A(0, f(0)) 

SS 0 A 

Solution te EI ve snx _; /'(0) 
x—0 х—0 x—0 х 

Donc f est dérivable en en 0 

(Т): y = f(0)(x — 0) + f(0) 

L'équation de la tangente à la courbe 

en A(0, f(0)) est : (T): y = x 

Exercice12 :soit f une fonction définie par : 


f(x)= A+ N1- x … 
Р(х)= vx -x...xx1 


1)déterminer le domaine de définition de f 
2)étudier la dérivabilité ае f à droite еп x, =0 et 
donner une interprétation géométrique du résultat 
3)étudier la dérivabilité ае f à droite et à gauche 
еп х, =1 et donner une interprétation 
géométrique 

Solution :1) xe D, &1-x°>0et 0<x<1 


O<x<1 


ou x°-x>0 et х>1 
xeD,&-1<x<1ou х>1 
xeD, &xe[0;+0[ donc: D, = [0;+] 

2) étude de Іа dérivabilité de f à droite ае х, =0 


Ona: f(0)= 


f(x)-f(0)_ A+ -1 al? + 1-7 -1 
x-0 xX р xX 


SES SE SES тоз 


ы ЛО). =1= /1(0) 


Jm = 


хэ“ 


Donc f est sos à droite en 0 
Interprétation géométrique du résultat : 
La courbe de f admet un demi tangent en 


А(0, t).de coefficient directeur 1= f; (0) 
З)а)ёїџаіе de la dérivabilité ае f à gauche еп 
»=1 Опа: a soit 0<x<1 
HOMO ES 
х-1 (x- 1 AE x 


x-1 
Et puisque ` lim V1- x° =0* et іт-(1+х) =—4 
xl xl 


Donc : 


N 


IN 


2 
Alors : E eg donc : im DIS. 
xl Ah vi xl x-1 


Donc f n'est pas dérivable à gauche en х, =1 
b)soit x>1 
f(x)-f(1) ө x -x-0 = x(x+1)(x-1) 8 xX +x 


(x-1) vx -x үх? -x 
Et puisque : lim vx’ — x =0* et lim x° +x = 2 
x +x /(х)-/@) 


= +оо donc : lim 


хәй 


х—1 х—1 


Alors : lim ES 
Donc f n'est pas dérivable à droite еп х, =1 
Interprétation géométrique du résultat : 

La courbe de f admet un demi tangent en 

A(1,0) parallèle à Гахе des ordonnées dirigé vers 
le le haut 

Exercice13 : soit f une fonction définie par : 
f(x) = |? -1l 

1)étudier Іа dérivabilité de f à droite en х, =1 et 
donner une interprétation géométrique du résultat 
2)étudier la dérivabilité ае f à gauche еп 

х, =1 et donner une interprétation géométrique 
du résultat 

3)étudier la dérivabilité de f en x, =1 et donner 
une interprétation géométrique du résultat 
4)donner l'équation de la demie tangente à droite 
a la courbe де f en en x,=1 

4)donner l'équation de la demie tangente а 
gauche а la courbe de f en en x,=1 


Solution :1) у(х) = |х -1| 


= +00 
х= 


étude du signe de : х? –1 
x -1=0&(x-1)(x+1)=0 x=-loux=1 


/(х)=х*—1;хє ]-®;—-1]ә[1;+®| 
f(x) =- -1);x e[-1;1] 


Donc : 


1)étude de la dérivabilité ае f à droite en x,=1 
(а) 70) SCH p (х-1(х+1) 


x-1 x>} cl 


lim 


хә 


Donc f est dérivable à droite en x, =1еї f;(1)=2 


= limx+1=2 


xt 


xt X 


Interprétation géométrique du résultat : 
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La courbe de f admet un demi tangent à droite en 
А(1, 0).de coefficient directeur f;(1)=2 
2) 

-fl 
а 109-70) 


xl x-1 


= hm 


хә 
Donc f est dérivable à gauche enz, =1еї f'(1)=-2 
Interprétation géométrique du résultat : 

La courbe de f admet un demi tangent à gauche 
en A(1, 0).de coefficient directeur /'(1)= 2 

3)f n'est pas dérivable en х, =1 саг: f,(1)# CU) 
Interprétation géométrique du résultat : 

La courbe admet un point anguleux en 4(1, 0). 


4) l'équation de la demie tangente à droite a la 
courbe de f en en x, =1 est: 


у= /(х,)+/4(%)(х—х,) 

5) l'équation de la demie tangente à gauche a la 

courbe de f en en x, =1 est: 

у= f(x)+f(%)(x-%) 

v=f(1)+f(D(x-1)e у=0-2(х-1)‹©(А,):у=-2х+2 

Exercice13 : Soit f la fonction définie par : 

f(x) = 2х? + x. 

Montrer que f est dérivable sur К 

Solution : 

Soit x un réel quelconque, déterminons le nombre 

dérivé de f en x (il est préférable d'utiliser la 

deuxième définition de la dérivation en un point) 
+h)- 2(x+h) +x+h-2x - 

„fE EE ) x xX -x 


h=0 h—0 h 


2x +4xh+2h+x+h-2x x. h(4x+2h+1) 
= lim = lim 


ka h ka h 
=lim4x+2h+1=4x+1= f'(x) 


On peut remarquer donc que f est dérivable en 
tout point x de R, la fonction qui associe à x son 
nombre dérivé f'(x) 

S'appelle la fonction dérivée de la fonction f sur 
R et se note par f”. 

Exercice14 :1- Déterminer la fonction dérivée de 
la fonction sin sur R. 

2- Déterminer la fonction dérivée de la fonction 


xe Y sur R*+ et sur R+x- 


І 


Exercice15 : Déterminer les fonctions dérivées 
des fonctions suivantes :1) f(x)=11 


3) f(x)=x° 4) f(x)=sin(5x-1) 
Solution :1) f'(x)=(11) =0 2) f'(x)}=(7x+15) =7 
3) f'(x) =(x°) =3х*! ee 


2) f(x)=7x+15 


4) f'(x)=(sin(5x-1)) =(5x-1) cos(5x-1)=Scos(5x-1) 
Exercice16 :Déterminer la fonction dérivée de la 
fonction suivante : у(х) = за+тх+15- 4 

D 


Solution : 


по) (т-у = (22) +(7+15) JI +) 


P= estss- avr] EE EL 
X x2 


х 
Ехегсісе17 : Déterminer la fonctions dérivée de 
la fonction suivante : f{x)=(5x° +1)(3х-1) 


Solution Om utilise la formule ` (uxv) =u'xv+uxv' 
f'(x) =((5 +1)(3х—1)) =(5х° +1) (эх) (5° +1)x(3x-1) 
f'(x)=10xx(3x-1)+3(5x +1) =30х° -10x +152 +3 
f'(x) = 455° —10х+3 

Exercice18 :Déterminer la fonction dérivée ае la 
fonction : f(x)=(8x+4) 

Solution :On utilise la formule ` („") = пи" xu' 
WÉIEE TEEN 


Exercice19 :Déterminer la fonction dérivée de la 
1 


sin x 


fonction : f(x)= 


и H 


Solution :On utilise la formule : LE 


| ү sin x) cos x 
WEE E 
sin x (sin x) (sin x) 
Exercice20 :Déterminer la fonction dérivée de la 
3x—1 
x+2 


fonction : f(x)= 


Solution :On utilise la formule : BE 
ell _ (3х-1) (х+2)-(3х-1)(х+2) _3(x+2)-1x(3x-1) 7 
х+2 (x+2) EE (х+2) 


2 


ER 
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Exercice21 :Déterminer la fonction dérivée de la 
fonction ` /(х) = dr +8х 
Solution :On utilise la formule : Wl 
эн 
ЖОО zeng. 24 
l ) | | A +8х ESCH М2 +8х 
Exercice22 : Soit / (х) = үх? х 
Etudier le domaine de dérivation де еї 
déterminer sa fonction dérivée. 
Solution : D, = |—<0]0[5+ә/ 
Опа: f(x)=Ju(x) avec u(x)=x°-x 
Et ona: u(x) >0 VreD, —{0;1} 


Donc f est dérivables sur D, —{0;1} 


$ 2. f 
VxeD,—{0:1} : f{x)=[ rx =) Zei 
4 j A ) | | 42-х 22-х 
Ехегсісе23 : Calculer les fonctions dérivées 
des fonctions suivantes : 


1) Р(х) 4а -Ex -x+ 2) f(x)= 
3) f(x)=4Vx-1 
5) /(х)=(3°+2)(7х+1) 6) f(x) 


Solutions : 


3 
x 
4) f(x)=cos2x+3sin3x 


f(x)= Tx 


xX +1 


1 
2 7 
5х+7 ) 


1) у(х) = КЕ Leid е ее 
3 3 


dE EE 


Зу. he E WEE 
) у(х) (44-1) =4 WN 


4) f'(x) =(cos2x+3sin 3x) =-2sin2x+3x3cos3x=-2sin2x+9cos3x 
5) f(x)=(36 +2)(7x+1) 


On utilise la formule : („ху) =u'xv+uxv' 


РО) = (3 +2)х(1х+1)) = (3x +2) x(7x+1)+(3x +2)x(7x+1) 
f'(x)=6xx(7x+1)+7(3x +2)=42x +6x+21x +14=63x +6x+14 


7) /(х)= 7х 


xX +1 


On utilise la formule : “| гүү; 
v 


LE 


Ро) | 7x | (x) (°+1)-7х(?+1) 1(°+1)-7ххз? f est une fonction polynôme donc dérivable sur R 
Wl be = 2 = 2 ! А 

вк (`+!) (+1) УхєҜ f'(x)=(x) +(3x-1) =2х+3 
SE 2) f(x) =4sinx D, =R 


Ee +1) e +1) 
х Ре х\= 4и(х) avec u(x)=sinx 
Ехегсісе24 : Calculer les fonctions dérivées des f ( ) ( ) ( ) 
fonctions suivantes : Puisque и est dérivable sur R alors f est une 


1. f(x) | fonction dérivable sur R 


2. f(x) = (3x? +1)(2x+3) 


VrxeR /'(х)=4(и(х)) =4cosx 
3) f(x)= x" cos x D, =R 


К ы A. т _ Dalle avec u(x)=x'et v(a) 
т = = = х = = COS 
5у2 +1 502 +1 х)=и(х)ху(х и(х)= х et у(х D 
| Puisque u et v sont dérivables sur R alors f est 
5. f(x)= = +1 6. f(x)= sin 2x une fonction dérivable sur R 
x +l cos3x+1 On utilise la formule : (иху) =u ху+иху 


Exercice25 : déterminer f'(x)dans les cas А Рет | , 
bn rond EE E 


2 5х+2 f'(x) = 4х* х(соз x)— x" xsin x = AT cosx- x* xsinx 
3) уж 4) f(x)= Зх—1 4) /(х) =/х +? р, = Ri = [0; +f 
Joes 6) Мес f(x)=u(x)+v(x) avec u(x)=Vxet у(х)=? 


7) Р(х) = (5° -3) 8) f(x)= d -6x+4 Puisque u est dérivables sur К, etv est 


Le 2 dérivables en particulier sur R*_ alors f est une 
9) (х) = 5 10) (х) = х+ СЕ ; 

1+4/x =] fonction dérivable sur R} 

ж, Й r ! 2 

11) Fils Së 12) f(x)=xcos x SE Elle 
13) f(x)= tan" x 14) f(x)=cosxxsin x 5) CEE р, =R" sel 

COS X + Sin x (1+2х+х?)` i 
DOS r Опа: (= avec и(х) = ух 

ux 


х—1 18 _ sin2x 
[Ээ +? ) (х) = 1—çcos 2x Puisque u est dérivables sur R* 
Exercice 26: Etudier le domaine de dérivation de | Donc f est dérivables sur H" 
f et déterminer sa fonction dérivée dans les cas 


17) f(x)=1+x+ 


suivants : On utilise la formule : R E 
1) Р(х) = х? +3x-1 2) f(x)=4sinx j s и 
3) Р(х) = x" cosx 4) (х) = Ухх? ке тие 
1 6 6 1 
5 =—= 6 =— — = заты Pme 
) f(x) RS Ee fee D,=R l st 
7) оша: 8) f(x)= ed Puisque f est une fonction ER alors il 
=. i dérivable sur D, =) 
9) f(x)=(2x+3) | 4 
Solution : 1) f (x)=x+3x-1 D, =R eston а: f(x)=—2 avec u(x)=4x +3х-1 


и(х 
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8x +3 
(4x +3x-1) 


+3х— 1) 
+3х— 1) 


2х-1 = 
Puisque f est une fonction rationnelle alors il 
dérivable sur D, = si 

f(x) = u(x)/v(x) avec u(x) =4x-3et 
у(х) =2х—1 
= иу—иу 


2: 
v 


On utilise la formule : 9) 
v 


! 


valeres? 
Е (x-1) (2x-1} 

„n _4(2x-1)-2x(4x-3)_8x-4-8x+6_ 2 

f (x) (Ge (x-1) (2х-1)` 


8) /(х)= ух -4 
Опа: f(x)=Ju(x) амес и(х)=х^—4 


Et опа: u(x)>0 Ухєр, —{—2;2} 


: D, = ]-;-2]0[2;+00[ 


Donc f est dérivables sur D, —{—2; 2} 


VreD;-{-22} гт 


9) f(x)=(2x+3) 
f (=)= (и(х)) 


On utilise la formule : (и) =nu" xu 


D, = К 


амес и(х) =2х+3 


А 


г) (0+3) = 5х (2:3): x(2x+3) =5х2х (2+3) 


f'(x)=10(2x+3) 
Ехегсісе27 : soit f une fonction définie sur 


cos x—1 


f(x)=2 - ssi. 0<x<7 
sin x 


1 
pod 


1)monter que f est dérivable еп x, =0 

et donner l'équation de la tangente а la courbe de 
/ en x, =0 

2)a)étudier la dérivabilité de f en х, =-1 
b)donner les équations des demies tangentes à a 
la courbe де f en en х, = –1 


Т=]-л;л| par : 


si... -m < x <0 
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Solution ` 1)étude de la dérivabilité de f à droite 
еп x, =0 


tim À CITÉ) ze 28% 1 91—998, 1 

x—0* х—0 x>0 xsinx хә0* x2 Sin х 
X 

Жү. ал Оо be E 

lim с=п т 1= f;(0) 


Donc f est dérivable à droite en x, =0et f;(0)=-1 
f(x)=F(0) | 
x—0 


x+1 
lim Е EE 
x—>07 хэ0 к=] хэ0 х=] 


Donc f est dérivable à gauche епх, =0 et 
Ou 

Et puisque : f, (0)= f'(0) 

Donc f est dérivable à en x, =0 et f'(0)=-1 


7, (0) 


Interprétation géométrique du résultat : 
La courbe de f admet une tangent en O(0, 0).ае 


coefficient directeur f'(0)=-1 
l'équation de la tangente a la courbe de f en 
x, =0est:y=/f(x)+f'(x)(x-x) 
у= f(0)+f'(0)(x—0) 
y=0-1(x-0)S(T):y=-x 
f(x)-f(-1 ao WE Le 

| а l- in “ЛС 


x>- х=] 


2) lim 


хЭ-1 
Donc f est dérivable à droite enz, Jet f;(-1)= 


ысы ES «кы ж = aer 


Donc f est dérivable à gauche en x =-1et 


lim 
xl" 


x>- x—] 


! 1 H ! ! 
fe mais опа : f(-1)# f!(-1) 
Donc f n'est pas dérivable еп x, =-1 


Interprétation géométrique du résultat : 

La courbe admet un point anguleux en 4(-1, 0). 
b) l'équation de la demie tangente à droite а la 
courbe de f en en x,=-1 est: 


у= f(-1)+ f;(-1)(x+1) avec х>-1 


EE EE avec х>—1 


l'équation de la demie tangente à gauche a la 
courbe de f en en x,=-1 est: 


y=f(-1)+f:(-1)(x+1) avec x<-1 


IO 


1 1 1 2018 ` 7 
у=0-5(х+1)(7,):у=-2х-5 avec х<-1 ) : (x+2) 1 2) ш 2792 1 


1 lim 1 
ZZ" X+ хә— 
Ехегсїсе28 : soit f une fonction définie par : $ mE 
3 R, . 2018 Я 
rail Solution:1) on pose : f(x)=(x+2) ` on a : f est 
х-1 dérivable sur R en particulier en -1 et 
1)déterminer le domaine de définition D, de f Л (=) St zi 
2) déterminer le domaine de dérivation de f et Р 
déterminer sa fonction dérivé E 
éterminer sa fonction dérivée Donc : lim Al = lim = f'(-1) 
Solution : 1) хер, = 3x-220 et x-1#0 TT Ati ки EN 


2017 


Et puisque ` /'(х)=2018(х+2)" (x+2) =2018(x+2) 


Donc : D, |21 о 
Donc ` /' (1) = 20181” = 2018 


2) опа (х) = g(3x-2)xh(x) Е en | 
à Donc: lim — 2018 
Avec : по) = (21) et g(x)= x mi  x+1 
= 2) li 2510 х1 | 
On sait que : g est dérivable sur К; et la fonction + жш on pose f(x)=2sin x 


polynôme D, x—3x-2 est dérivable sur D, 
3 on a : f est dérivable sur R en particulier en 
3х-250 < x>— donc la fonction х g(3x-2) | z = z 
2 Zearlë 2502-1 
2 6 6 
est dérivable sur D, -2 


g А (л 
donc : f est dérivable surp, éi cad EE EE à zf RH 
6 X= 


3 F6 w= = 
6 6 
Vxe D; > | 
Et puisque ` f'(x)=2cosx 
f'(x)=(8(8x-2)) xh(x)+g(3x-2)x(h(x)) 
, e 1 Donc : ES 
g(3x-2)) =(3x-2) x g'(3x-2)=3x ees 
| Jär? ` 2sinx-1 
Саг: oi = = ЖЭ с^ с: 
dk 2\/х EE 
4 2 
DIE = (2) (ж « C'est en forgeant que l'on devient forgeron » 
x— 1 х—1 Dit un proverbe. 
SN (2х+1)' (x-1)-(2x+1)(x-1) E C’est en ѕ’'епігаїпапї régulièrement 
SES e 2 = 2 Aux calculs et exercices Que l’on devient 
x-1 (x-1) (x-1) 
Donc Un mathématicien 
3 2x+1Ÿ -9 (2х+1} 
(х) = +\3х—2 
[ке сз 


Ехегсїсе29 :en utilisant la dérivée calculer les 
limites suivantes : 
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